Differenzialgleichungen

	Worum geht’s
	Nahezu alle Probleme der klassischen Physik führen auf Differenzialgleichungen, einen Typus von Gleichungen, bei denen als Lösung nicht eine Zahl, sondern eine Funktion gesucht ist.

	Beispiel algebraische Gleichung
	Aus der Schule bekannte Gleichungen heißen „algebraische Gleichungen“, da sie als Lösungen Zahlen haben. Beispiele sind:

2x + 7 = -3x + 7  

L = { 0 }

2x2 = 18


L = { - 3; 3 }
4x – 10 = 2((2x – 6) + 2

L = |R

x2 = -1



L = { }

	Beispiel Funktionalgleichungen
	Im folgenden Beispiel für eine Funktionalgleichung ist eine Funktion f(x) gesucht, die für alle a, b ( |R+ die folgende Bedingung erfüllt.
f(a)(f(b) = f(a(b)

Wie man leicht zeigen kann, hat diese Gleichung als Lösungen alle Potenzfunktionen:

f: |R+ ( |R+ ; x ( xr  mit r ( |R

Beweis:

f(a)(f(b) = ar(br 
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=

 (a(b)r = f(a(b)

Möglicherweise gibt es noch weitere Funktionen, die diese Bedingung erfüllen, d.h. evtl. gibt es weitere Lösungen unserer Funktionalgleichung. (Ich weiß es nicht und bin zu faul dies jetzt zu eruieren.)

	Differenzialgleichungen
	Der wichtigste Sonderfall der Funktionalgleichungen sind die Differenzialgleichungen. Dabei handelt es sich um Funktionalgleichungen in denen neben der eigentlichen Funktion auch ihre Ableitung (oder auch höhere Ableitungen) vorkommt. Nahezu jedes wichtige Problem der klassischen Physik wird durch eine Differenzialgleichung beschrieben. Wir werden im Laufe dieses Kurses noch einfache Beispiele dafür kennen lernen.

	Viele Typen
	Es gibt eine Vielzahl unterschiedlicher Typen von Differenzialgleichungen. Anhand der folgenden Begriffe soll nur ein Einblick in die Vielfalt der Welt der Differenzialgleichungen gegeben werden. Für ein erfolgreiches Bewältigen des Physikkurses die Kenntnis der folgenden Begriffe nicht erforderlich.

	Gewöhnlich ( partiell 
	Taucht in einer Differenzialgleichung nur eine einzige Funktion mit einer Ableitung nach nur einer einzigen Variablen auf, dann handelt es sich um eine gewöhnliche Differenzialgleichung.

z.B. 

    f’’(f - (f’)2 = -8x2
Eine Lösung ist:    f(x) = -2x2
 (Beweis durch nachrechnen)
Hängt die Funktion von mehreren Variablen ab und tauchen auch Ableitungen nach diesen Variablen auf, so heißt sie partielle Differenzialgleichung.

z.B. 
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Eine Lösung ist:    f(x,y) = x2(y
 (Beweis durch nachrechnen)


	Gekoppelte Differenzialgleichungen
	Ähnlich wie es unter den algebraischen Gleichungen Systeme aus mehreren Gleichungen mit mehreren Variablen gibt, so gibt es auch Systeme aus Differenzialgleichungen mit mehreren gesuchten Funktionen. Solche Differenzialgleichungen heißen gekoppelt.

z.B. 

    f’(x) = -g(x) 
und
-6f’(x) = x2(g(x)

Eine Lösung ist:    f(x) = x3 
g(x) = -3x2

	Linear ( nichtlinear
	Taucht in der Dgl. nur die Funktion selbst sowie ihre Ableitungen auf, jedoch keine Potenzen oder Produkte von diesen, so heißt die Dgl. linear. Ein Beispiel für eine nichtlineare Dgl. ist das oben angegebene Beispiel:

f’’(f - (f’)2 = -8x2
Die übrigen Beispiele sind lineare Differenzialgleichungen. Im Physikkurs werden wir uns ausschließlich mit gewöhnlichen linearen Differenzialgleichungen befassen.

	Homogen ( inhomogen
	Tauchen in der Differenzialgleichung nur Summanden auf, die als Faktoren die gesuchte Funktion oder eine ihrer Ableitungen enthalten, so heißt die Dgl. homogen. Taucht mindestens ein anderer Summand auf, so heißt die Dgl. inhomogen.

Beispiel einer homogenen Dgl.:       f(x) - 2f’(x) = 0

Beispiel einer inhomogenen Dgl.:    f(x) - 2f’(x) = 4

	Die Ordnung
	Die höchste Ableitung, die in einer Differenzialgleichung auftaucht, heißt ihre Ordnung. So hat beispielsweise die Gleichung f’’(f - (f’)2 = -8x2 die Ordnung 2, da die zweite, aber keine höhere Ableitung vorkommt.

	Lösen von Differenzialgleichungen
	Das Lösen von Differenzialgleichungen zählt mit zum Anspruchsvollsten, was die angewandte Mathematik zu bieten hat. Die Maxwellschen Gleichungen, also diejenigen Gleichungen, die alles beinhalten, was es über elektrische und magnetische Felder im Vakuum zu sagen gibt, sind ein System von 4 gekoppelten partiellen linearen Differenzialgleichungen erster Ordnung (also nicht so besonders schwierig). Sie sind seit ca. 150 Jahren bekannt. Mit dem Lösen dieser Gleichungen verdienen aber weltweit tausende von Physikern ihr täglich Brot. Nur ganz wenige Differenzialgleichungen lassen sich systematisch lösen. Bei den allermeisten muss ähnlich wie beim Suchen von Stammfunktionen die Lösung durch mehr oder weniger geschicktes Erraten gefunden werden.

	Differenzialgleichungen im Physikkurs
	Im Rahmen des Physikkurses werden wir uns ausschließlich mit nicht gekoppelten, gewöhnlichen, linearen Differenzialgleichungen von höchstens zweiter Ordnung befassen. Ein paar allgemeine Tipps zum Lösen dieser Gleichungen möchte ich Euch aber nicht vorenthalten


Tipps und Sätze zum Lösen linearer Differenzialgleichungen (Wichtig!!)
	Unser Beispiel
	Beispiel einer homogenen Dgl.:       2f(x) - f’(x) = 0

Beispiel einer inhomogenen Dgl.:    2f(x) - f’(x) = 4

	homogene lineare Dgl.

2f(x) - f’(x) = 0
	Wir finden die Lösungen unserer Dgl. durch Erraten. Eine mögliche Lösung ist (Beweis durch Einsetzen):

f1(x) = e2x
mit 
f1’(x) = 2(e2x
Weitere Lösungen erhält man, indem man f1(x) mit einem beliebigen reellen Faktor multipliziert (Beweis durch Einsetzen).

fa(x) = a(e2x 
mit 
fa’(x) = 2a(e2x

	Satz:
	Hat man eine spezielle (d.h. irgendeine) Lösung einer homogenen linearen Differenzialgleichung gefunden, so liefert die Multiplikation dieser Lösung mit einer beliebigen reellen Konstanten unendlich viele weitere Lösungen.

	Begründung
	Die Gültigkeit dieses Satzes ist leicht einzusehen, da konstante Vorfaktoren beim Ableiten erhalten bleiben und somit stets herausgekürzt werden können.

	inhomogene lineare Dgl.

2f(x) - f’(x) = 4
	Auch hier finden wir wieder eine spezielle (d.h. irgendeine) Lösung durch Erraten. Eine mögliche Lösung ist (Beweis durch Einsetzen):

fs(x) = 2

mit
fs’(x) = 0

Auch hier gibt es unendlich viele weitere Lösungen. Sie sind auch ganz einfach zu finden, indem man die allgemeine Lösung der zugehörigen homogenen Dgl. addiert. Also:

fa(x) = 2 + a(e2x
mit
fa’(x) = 2a(e2x

	Satz:
	Hat man eine spezielle (d.h. irgendeine) Lösung einer inhomogenen linearen Differenzialgleichung gefunden, so liefert die Addition der allgemeinen Lösung der zugehörigen homogenen Dgl. unendlich viele weitere Lösungen.

	Begründung
	Einsetzen der Allgemeinen Lösung der homogenen Gleichung in die Dgl. liefert stets Null. Das Addieren der allgemein Lösung der homogenen Dgl. ist also äquivalent zur Addition von Null.

	Welche dieser unendlich vielen Lösungen ist aber die, die die Natur realisiert?
	Unter diesen unendlich vielen Lösungen einer Differenzialgleichung muss man mit Hilfe so genannter Nebenbedingungen diejenige Lösung auswählen, die zum Problem passt. In der Physik ist dies häufig der so genannte Anfangswert. So liefert z.B. die Anfangsbedingung

f(0) = 3

für die Lösung der homogenen Dgl.:

3 = fa(0) = a(e2(0 = a(1

(
a = 3
Die gesuchte Lösung ist also:   f(x) = 3(e2x
und für die Lösung der inhomogenen Dgl.:

3 = fa(0) = 2 + a(e2(0 = 2 + a(1
(
a = 1

Die gesuchte Lösung ist also:   f(x) = 2 + e2x

	Merke:
	Die frei wählbare Konstante wird mit Hilfe der Nebenbedingungen bestimmt

	Und noch ein letzter Satz
	Die allgemeine Lösung einer Differenzialgleichung n-ter Ordnung enthält n frei wählbare Konstanten. (D.h. man benötigt n Nebenbedingungen)
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